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I. INTRODUCTION 
L’objet de la prksente note est essentiellement d’ttablir le rtsultat suivant: 
T&OR&ME. Soient G et G’ deux graphes sur un ensemble jini E tels que 
pour chaque x de E les graphes restreints G/E - (x} et G’IE - {x} soient 
isomorphes. 
Les conditions suivantes sont kquivalentes: 
1. G et G’ possPdent le m6me nombre de cycles Hamiltoniens; 
2. Les mattices d’adjacence de G et G’ ont les m&mes valeurs propres; 
3. Ces matrices ont une valeur ptopre commune; 
4. Ces matrices ont le m&?me de’terminant. 
Nous l’obtenons comme conskquence de la formule (A) Ctablie en II au 
moyen de la version suivante du lemme de dtnombrement dkj& utilisC par 
Kelly [S]. 
LEMME. Soient E un ensemblejki b n Uments, p un entier au plus &gal h 
n - 1 et [ une application de I’ensemble [EE]p des parties P Li p %ments de E 
dans un Q-espace vectorieI V. Si, pour chaque partie F d’au moins p &ments de 
E, on pose I(F) = TLm 5(P), ohs (n - PI 4(E) = XH !XE - {XI>. 
Divers aspects du problbme de reconstruction des matrices sont prtsentks 
en III. 
Je remercie vivement A. Bondy et R. L. Hemminger pour leurs encourage- 
ments et les informations qu’ils ont bien voulu me donner sur ces questions. 
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II. CONNEXION ENTRE CYCLES HAMILTONIENS ET VALEURS PROPRES 
1. Soit A une matrice carrCe d’ordre n dont les coefficients aij (i = l,..., n; 
j = I,..., n) appartiennent & un corps commutatif de caracthistique 0. 
&ant donnC un entier p soit Ap la puissance p-ibme de A et ai;) (i = l,..., n; 
j = l,..., n) ses coefficients. On sait que al;’ = Cr &I,“-’ af(k)f(k+,), la 
sommation &ant &endue k toutes les applications f de l’ensemble 0, l,..., p 
dans l,..., n telles que f(0) = i et f(p) = j. l&ant don& un entier p’ au plus 
Cgal A p + 1 et une partie P’ A p’ ClCments de I,..., n, soient c:’ (A IP,) = 
Cr It,“-’ af(k)f(k+l)T la sommation &ant &endue h toutes les surjections f de 
0, l,..., p sur P’, et Cg’(A IP,) 1 e r&sultat obtenu en restreignant cette somme 
aux f telles que f(0) = f(p) (dans ce cas p’ est au plus tgal A p); enfin soient 
$(A) = c 
P'E[(l.....7q]"' 
$‘(A IP’), 
et C;‘(A) dBfini de la mCme faGon. Ceci posC, alors la somme 
Min n,~+l 
c 
p'=l 
c;'(A) est &ale h i=z.,n a:;), 
j=l....,n 
c’est-h-dire k la trace de As. U (oh U est la matrice ne comportant que des 
1) et 
Min 12.9 
c C:‘(A) 
9'4 
& la trace T,Ap de AD. En dksignant pour tout i = l,..., II par Aia la matrice 
obtenue en supprimant la ligne i et colonne i de la matrice A le lemme de 
dhombrement donne alors pour tout p’ < n les tgalitks 
(n - p’) c;‘(A) = i cp,‘(A,#) 
i=l 
et (n - p’) C;‘(A) = i Ci’(Aii). 
G=l 
11 en rtsulte immkdiatement ceci. 
Etant don&es deux matrices carrkes A et A’ d’ordre n, sipour tout i = I,..., 
n, Ies matrices Aii et A:i se dkduisent I’une de I’autre par une matrice de per- 
mutation (c’est-h-dire qu’il existe une matrice de permutation Pi telle que 
A;, = Py’AiiPi OU, ce qui revient au meme, une permutation ui de l,..., 
i - 1, i + l,..., n telle que a;,,. = aOt(i~),l(j~) pour tous les i’,j’ distincts de 
i) alors c:‘(A) = cf,‘(A’) et C:‘(A) = Ci’(A’) p our tout entier p et tout entier p’ 
avec p’ ( n. Ce qui donne: 
1”) a - T,A”U = T,A’“U pour tout p < n - 1 et 
b - T,An-‘U - T,A ‘+lU = c;-,(A) - &(A’); 
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2”) a - T,Ap = T,.A’” pour tout p < n et 
b - TVA” - TVA’” = C,,“(A) - &“(A’). 
Du fait que T,Ap = Cy=, hi’, les hi &ant les valeurs propres de A il resulte de 
2”) a- (et de proprietts Clementaires des fonctions symetriques) que det(A - 
XZ) - det(A’ - hl) = det A - det A’ = (-l)“+‘/n (T,A” - T,.A’“) ce qui, 
avec 2”) b- donne: 
det(A - XI) - det(A’ - AZ) = y G’W - CnY41. (A) 
En raison de l’identite T,(C U D ol) = T, C U. T, D U (dans lesquelles C et 
D sont deux matrices carrees d’ordre n) il resulte de 1”) a- et 2”) a- que: 
T,(A - hI+ ~LU)~ - T,(A’ - hl+ t..&)” = T,.A” - T,Afn + n[T,A”-lU - 
T,A’n-lU] ce qui, en posant A = U - Z - A, donne a la fois: 
C,“(A) - Cnn(A’) = (-l)%[C,“(A) - &“(A’) - ~(c:-~(A) - c;_,(A’))J 
09 
c;-,(A) - c”,-,(Z) = (-l)“+1(c;J4) - $,(A’)). 0 
2. Lorsque A est la matrice d’adjacence d’une relation binaire R sur un 
ensemble Eg n Clement x1 ,..., x, (matrice dont le coefficient aij vaut R(x, , q), 
la relation R &ant considtrte comme application de E2 dans (0, 1)) alors 
cz-,(A) est le nombre h(R) de chemins Hamiltoniensl (a extremites distinctes) 
de R, C,%(A) est le nombre H(R) de cycles hamiltoniens de R, et A est la 
matrice d’adjacence de la relation complement. La formule (A) suffit done 
a prouver le theoreme annond. La formule (C) dit en particulier que, &ant 
don&es deux relations binaires R et R’ verifiant les hypotheses du probleme 
de reconstruction d’Ulam elles ont m&me nombre de chemins hamiltoniens si 
et seulement si Ieurs compkments ont aussi le mcme nombre de chemins 
hamiltoniens. (Nous ignorons si cette equivalence s’ttend aux cycles hamil- 
toniens). En outre, lorsque R est un tournois (c’est-a-dire A = tA), si 12 est 
pair alors R et R’ ont m&me nombre de chemins hamiltoniens, si n est impair 
R et R’ ont m&me nombre de cycles Hamiltoniens si et seulement si ils ont 
meme nombre de chemins Hamiltoniens. 11 est a noter que les hypotheses du 
probleme de reconstruction n’entrainent pas que R et R’ aient mtme nombre 
de cycles Hamiltoniens: P. Stockmeyer (1976) vient de construire pour tout 
entier n des tournois non isomorphes R, et RL sur 2” + 1 elements satis- 
faisant les hypotheses de ce probleme et M. Dumont a vtrifit pour n < 6 que 
la difference (en valeur absolue) des determinants de leurs matrices d’ad- 
jacence valait 1. I1 est a esptrer que cette situation n’est pas possible pour des 
relations symetriques. 
1 Ici les chemins et cycles Hamiltoniens sont des suites de points et d’arcs et non pas des 
sowgraphes. 
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3. L’tquivalence entre les proprietes 2,3,4 enonde dans le theorbme 
subsiste avec des conditions plus faibles: remarquer que, &ant don&s deux 
matrices carries A et A’ d’ordre n si pour chaque i les matrices Aii et Aii ont 
me?mes polynomes caractbistiques alors Ies polynomes caracteristiques de A et 
A’ dtfferent par leurs termes constants [utiliser l’expression bien connue, voir 
par exemple Gantmacher [4, p. 851, du polynome caracttristique: 
et 
det(A - XZ) = i (--h)“-9 M,(A) dans laquelle M,,(A) = 1 
p=o 
M,(A) = c detAjr,otiAIr 
Po[(l....*n)] 
est la matrice obtenue en suppriment lignes et colonnes d’indice j, pour 
j $ P, de A; et avec le lemme de denombrement obtenir (n - p) M,(A) = 
Cr=, Mp(A,i)]. Ce resultat a et6 obtenu pour les graphes par Clarke [2]. 
Noter que meme lorsque A et A’ sont symetriques, l’hypothese ci-dessus ne 
suffit pas a assurer l’egalite de leurs determinants (mais la question reste 
paste pour des matrices d’adjacence de graphes voir [3]). 
Note added in proof: La reconstruction des cycles hamiltoniens et de divers paramhtres 
d’un graphe a Ctk obtenue par W. T. Tutte, “All the King’s horses,” Research Report 
Corr 76-37, University of Waterloo, 1976. 
III. RECONSTRUCTION DES MATRICES 
La conjecture de Ulam sur la reconstruction des graphes et les exemples 
dtis a P. Stockmeyer de tournois non reconstructibles suggerent la conjecture 
suivante: &ant donne’es deux matrices car&es syme’triques A et A’ d’ordre n 
(n 3 3); sipour chaque i = I,..., n Ies matrices Aii et Aia se deduisent I’une de 
I’autre par une matrice de permutation alors A et A’ se deduisent I’une de 
l’autre par une matrice de permutation. 
I1 peut dtre montre facilement que cette conjecture est Cquivalente a celle 
obtenue en imposant que tous les coefficients de la diagonale principale de A 
et A’ sont Bgaux a 0 ce qui revient a etendre la conjecture de Ulam aux suites 
finies de graphes.2 Ceci note, cette conjecture peut alors etre vue comme une 
propriete concernant les orbites des groupes d’automorphismes de certaines 
structures et notamment comme ceci: &ant donnPs deux ensembles E = XI ,..., 
X, et E’ = Xi ,..., XA de n points distincts (avec n > 3) d’un espace euclidien 
V, si pour chaque i = l,..., n il existe une isomktrie de V qui transforme 
a Ceci &tend un rksultat de J. M. Weinstein, Reconstructing colored graphs, Pa@ J. 
Math. 57 (1975), 307-314. 
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E - {Xi} en E’ - {Xi} alors il existe une isomktrie de V qui transforme E en E’. 
(Remarquer essentiellement que l’on peut se limiter a reconstruire des 
matrices de formes quadratiques posities non degenerees). Lorsqu’on impose 
en outre que les distances entre les points ne prennent que deux valeurs, on 
obtient la conjecture de Ulam. 
Cet &once suggere l’influence de la dimension de V. La conjecture est 
trivialement vraie dans [w, nous ignorons si elle est vraie dans R2 et plus 
g6nCralement si d&s qu’elle est vraie pour tout ensemble de IZ + 1 points de 
IF elle est vraie pour tout ensemble fini de points de W. 11 suggere en outre la 
notion de dimension d’un graphe fini G, celle-ci Ctant le plus petit entier n tel 
qu’en remplacant les valeurs 0 et 1 de sa matrice d’adjacence par deux reels 
Q: et B,on puisse considerer ce graphe comme isometre A une partie de Rn.3Ces 
conjectures ne sont pas seulement des generalisations de celles de Ulam. Leur 
exactitude aurait pour consequence que la famille des isomorphismes cr, 
entre les graphes G I E - {x} et G’ I E - {x} suffit de determiner un iso- 
morphisme de G sur G’. (Pour voir cela remarquer que ces conjectures 
reviennent a la suivante: &ant don&s un ensemble E d’au moins trois e’lkments 
et unefamille Q = (u,),,~ depermutations uz de E - {x} il existe unepermuta- 
tion a de E et pour toute partie P B 2 PIPments de E une suite x1 **a x2k+l telle 
Note added in proof Dans la formulation geometrique CnoncQ ci-dessus, du probleme 
de reconstruction, on peut remplacer les isometrics par des isometrics linbires. Or etant 
don&s deux ensembles S et S’ de n points (n > 3) de V, ces deux ensembles se deduisent 
l’un de l’autre par un isometric lineaire si et seulement si ils donnent la meme valeur aux 
fonctions (Z, . . . Z,) --f(Z, . . . Z,) polynomiales en les produits scalaires <Zi / Z,) et 
symetriques par rapport aux Z, ; et il existe une bijection u de S sur s’ telle que pour 
chaque X de S les ensembles S-{X, et S’-u{(x)} se deduisent Pun de I’autre par une iso- 
metric lineaire si et seulement si Set S’ donnent la meme valeur aux fonctions (Z, . . . Z,) + 
g(Z, . . . Z,) qui s’&crivent g(Z, . ..Z.) = h(Z, ,..., Z,) + ... h(Z, ,... Z,-, , Z,+r ,... Z,) + 
. . . h(Z, . . . Z,-,) avec h fonction symetrique de n - 1 variables YI . . . Y,-, et polynomiale 
en les < Y, / Yj). Bien que cela puisse etre a priori plus fort que le probleme de reconstruc- 
tion la question se pose de savoir si I’anneau A desfest tgal a I’anneau B engendre par les g. 
L’analyse des rbultats de Tutte montre que (Z, . . . Z,,) + Det(<Z, ! Zj),,j) est dans B. 
Pour plus de detail voir Quelques Remarques sur les resultats de Tutte concernant le 
probltme de Ulam, Pub. Dept. MA. Lyon 14, no. 2 (1977), l-8. 
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